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Пример решения задачи: тройной интеграл двумя разными заменами 
 
 

ЗАДАНИЕ.   

Решить тройной интеграл двумя способами (цилидрическая и сферическая 
замена координат) 

���� + �� + ����	�	�	�



,
где	� = ���, �, ��: �� + �� + �� ≤ ��, � + � ≥ 0� 

 
 
РЕШЕНИЕ. 
 
Цилиндрическая система координат. 

�� = � cos�� = � sin�� = � ; 			�	�	� = �		�	�	� 

Выражение �� + �� + �� ≤ �� примет вид �� + �� ≤ ��, тогда 

�:		 "−� cos� ≤ � ≤ $�� − ��0 ≤ � ≤ �0 ≤ � ≤ 2&  

Интеграл примет вид: 

���� + �� + ����	�	�	�



= ' 	��(
)

'	�*
)

' ��� + ���� ∙ �	�√*-./-
./ 0123

 

' ��� + ���� ∙ �	�√*-./-
./ 0123

= � ' ��4 + 2���� + �4�	�√*-./-
./ 0123

= � 5�4� + 2��3 �7 + 15 �:; <$�
� − ��

−� cos� = 

= �:$�� − �� + 2�73 $��� − ���7 + 15 �$��� − ���: + �= cos� + 23 �= cos7�+ 15 �= cos: � 
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'�:$�� − ��	�*
)

= <>� = �� − �� � = $�� − >� � = � → > = 0�� = �� − >� 	� = − >√�� − >� 	> � = 0 → > = �< = 

= '@$�� − >�A: ∙ > ∙ B− >√�� − >�C ∙ 	>
)
*

= '��� − >��� ∙ >�	>*
)

= '��4>� − 2��>4 + >=�	>*
)

= 

= 5�43 >7 − 2��5 >: + 17 >E; F
�
0 = 13�E − 25�E + 17�E = 8105�E 

'�7$��� − ���7	�*
)

= <>� = �� − �� � = $�� − >� � = � → > = 0�� = �� − >� 	� = − >√�� − >� 	> � = 0 → > = �< = 

= '@$�� − >�A7 ∙ >7 ∙ B− >√�� − >�C ∙ 	>
)
*

= '��� − >�� ∙ >4	>*
)

= '���>4 − >=�	>*
)

= 

= 5��5 >: − 17 >E; F
�
0 = 15�E − 17�E = 235�E 

'�$��� − ���:	�*
)

= <>� = �� − �� � = $�� − >� � = � → > = 0�� = �� − >� 	� = − >√�� − >� 	> � = 0 → > = �< = 

= '$�� − >� ∙ >: ∙ B− >√�� − >�C ∙ 	>
)
*

= ' >=	>*
)

= 17 >E F
�
0 = 17�E 

'B�= cos� + 23 �= cos7 � + �= cos: �C	�*
)

= 17Bcos� + 23 cos7� + 15 cos: �C�E F
�
0 = 

= 17�E Bcos� + 23 cos7 � + 15 cos: �C 
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' 5 8105�E + 23 ∙ 235�E + 15 ∙ 17 �E + 17�E Bcos� + 23 cos7 � + 15 cos:�C;	�
�(
)

= 

= 17�E' B1 + cos� + 23 cos7� + 15 cos:�C	�
�(
)

= 17�E�� + sin�� H2&0 + 

+ 221�E' �1 − sin� ��	�sin���(
)

+ 135�E' �1 − sin� ���	�sin���(
)

= 27&�E + 

+17�E�sin 2& − sin 0� + 221�E Bsin� − 13 sin7 �C H2&0
+ 135�E Bsin� − 23 sin7 � − 15 sin: �C H2&0 = 

= 27&�E 

Сферическая система координат. 

I� = � cos� sin J� = � sin� sin J� = � cosJ ; 			�	�	� = �� sin J 		�	�	J 

Выражение �� + �� + �� ≤ �� примет вид � ≤ �, выражение � + � ≥ 0: � cos� sin J + � cos J ≥ 0 cos� sin J + cos J ≥ 0 cos� ≥ −ctg J ; 		J ≥ −arcctg�cos�� 
�:		 I 0 ≤ � ≤ �−arcctg�cos�� ≤ J ≤ &0 ≤ � ≤ 2&  

Интеграл примет вид: 

���� + �� + ����	�	�	�



= ' 	��(
)

' 	J(
.OP00QR�0123�

'�4 ∙ �� sin J 	�*
)

 

'�4 ∙ �� sin J 	�*
)

= 17 �E sin J F
�
0 = 17�E sin J 
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' 17�E sin J 	J
(

.OP00QR�0123�
= −17�E cos J H

&
− arcctg�cos��

= −17�E�cos & − cos�−arcctg�cos���� = 

= −17�E 5−1 − cos�$1 + cos� �; = 17�E 51 + cos�$1 + cos� �; 

' 17�E 51 + cos�$1 + cos� �;	�
�(
)

= 17�E� H2&0 + 17�E' 1$2 − sin� �	�sin���(
)= 27�E& + 

+17�E arcsin Bsin�√2 C H2&0 = 27�E& + 17�E Barcsin Bsin 2&√2 C − arcsin B 0√2CC
= 27 �E& 

 

ОТВЕТ. 
�E �E& 

 
 
 


